Calka podwojna -wstep

Powierzchnie drugiego stopnia

Przed wprowadzeniem pojecia calki podwdjnej zostang najpierw podane podstawowe wiadomosci
dotyczace powierzchni stopnia drugiego, z ktorymi czgsto mamy do czynienia w zagadnieniach
zwigzanych z catkami podwojnymi oraz potréjnymi.

Powierzchnig drugiego stopnia (kwadryka) nazywamy zbidr punktow przestrzeni trojwymiarowe;j,
ktére spemiajg rownanie:

Ax* 4+ By* +Cz* + Dxy+ Exz + Fyz +Gx + Hy+ Kz + L =0

przy czym zakladamy, ze przynajmniej jedna ze statych 4, B, C, D, E, F jest r6zna od zera.

Waznymi rodzajami powierzchni drugiego stopnia sg tzw. powierzchnie prostokres$lne, ktore sg
zbiorami prostych (tzw. tworzgcych) przechodzacych przez kazdy punkt pewnej krzywej zwanej
kierownicq danej powierzchni. Mowimy, ze powierzchnia prostokreslna jest:

e obrotowa, jezeli tworzaca obraca si¢ dokota pewnej osi,

* walcowa, jezeli wszystkie jej tworzace majg wspolny kierunek, czyli sa stale rownolegle do pewnej
nieruchomej proste;j,
o stozkowa, jezeli jej tworzace majg wspolny punkt (wierzchotek).
Czgsto rowniez bgdziemy mieli do czynienia z ogdlniejszym przypadkiem powierzchni obrotowych,
ktére powstajag w wyniku obrotu dokota danej osi pewnej krzywej. Przyktadem takiej powierzchni jest
sfera.
Ksztatt danej powierzchni stopnia drugiego mozna ustali¢ na podstawie ich przekrojow ptaszczyznami
rownolegtymi do ptaszczyzn uktadu wspohrzgdnych. Podamy teraz przyklady niektorych powierzchni
tego typu.
Przeglad wazniejszych powierzchni drugiego stopnia oraz ich r6wnania kanoniczne
Elipsoida (rys. 1a)
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Przekrojami ptaskimi elipsoidy sg elipsy. Szczegdlnym przypadkiem elipsoidy jest elipsoida
obrotowa, ktéra mozna otrzymac przez obrot elipsy wokot jednej z osi. Dla a =b=c elipsoida jest
sfera.
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Rys. 1. a) Elipsoida, b) sfera



Sfera (rys. 1b)

x2+y2+z2:r2,

gdzie r jest promieniem sfery.

Hiperboloida jednopowlokowa (rys. 2a)
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Przekrojem hiperboloidy jednopowlokowej z plaszczyzng  z=h jest elipsa. Szczegdlnym

przypadkiem hiperboloidy jednopowtokowej jest hiperboloida jednopowlokowa obrotowa, ktora
powstaje przez obrot hiperboli dokota jej osi urojone;.
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Hiperboloida dwupowtokowa (rys. 2b)

Szczegolnym przypadkiem hiperboloidy dwupowlokowej jest hiperboloida dwupowtokowa obrotowa,
ktérg otrzymujemy przez obrét hiperboli dokota jej osi rzeczywiste;.
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Rys. 2. a) Hiperboloida jednopowtokowa, b) hiperboloida dwupowtokowa

Stozek eliptyczny (rys. 3a)
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Stozek eliptyczny jest przyktadem powierzchni stozkowej. Jego kierownica jest elipsa.
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Rys. 3. a) Stozek, b) walec



Szczegolnym przypadkiem stozka eliptycznego jest stozek obrotowy, ktéry mozna otrzymac przez
obrot dokota osi Oz prostej przechodzacej przez poczatek uktadu wspotrzednych (réznej od osi Oz
oraz do niej nieprostopadtej). Rownanie takiego stozka czgsto zapisuje si¢ w postaci:

2=k *(x*+)yY).
Jezeli interesuje nas tylko goérna czg$¢ stozka obrotowego, to jej rownanie przyjmie postac:

z=kJx* +y* , k>0.

Walec eliptyczny (Rys. 3b)
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Walec eliptyczny jest przyktadem powierzchni walcowej. W tym przypadku krzywg po ktorej porusza
si¢ tworzgca walca jest elipsa.

Jezeli kierownicg jest okrag o promieniu 7, to otrzymujemy wtedy walec obrotowy o rownaniu:

o
Walec hiperboliczny (Rys. 4a)
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Przekrojem walca hiperbolicznego ptaszczyzna rownolegla do plaszczyzny Oxy jest hiperbola.
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Rys. 4. a) Walec hiperboliczny, b) walec paraboliczny

Walec paraboliczny (Rys. 4b)
x* =2py.
Przekrojem walca parobolicznego ptaszczyzna rownolegla do ptaszczyzny Oxy jest parabola.

Paraboloida eliptyczna (Rys. 5a)
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Paraboloidg eliptyczng mozna utworzy¢ wykorzystujac do jej konstrukcji dwie parabole: ,,grzbietowa”
i ,,poprzeczng” o tak samo skierowanych ramionach oraz lezacych w plaszczyznach prostopadtych
wzgledem siebie. Bierzemy mianowicie parabole grzbietowg i w kazdym jej punkcie umieszczamy
wierzchotek paraboli poprzecznej. Latwo stwierdzi¢, ze przekroj paraboloidy eliptycznej ptaszczyzng
rownolegla do ptaszczyzny Oxy bedzie elipsa, ewentualnie punktem.
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Rys. 5. a) Paraboloida eliptyczna, b) paraboloida hiperboliczna

Jezeli a =05, to otrzymujemy paraboloid¢ obrotowa, ktorej rOwnanie mozna zapisa¢ w postaci:
z=k(x* +y%).
Jej przekroje plaszczyznami rownolegtymi do plaszczyzny Oxy sa okrggami.

Paraboloida hiperboliczna (Rys. 5b)
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Paraboloid¢ hiperboliczna mozna utworzy¢ wykorzystujac do jej konstrukcji dwie parabole:
»grzbietowa” 1 ,,poprzeczng” o przeciwnie skierowanych ramionach oraz lezacych w plaszczyznach
prostopadtych wzgledem siebie. Bierzemy mianowicie parabole grzbietowa i w kazdym jej punkcie
umieszczamy wierzcholek paraboli poprzeczne;.

Okreslenie calki podwojnej
Niech dana bgdzie funkcja dwoch zmiennych f(x,y), ktora jest okreslona i ograniczona w pewnym
obszarze domknigtym D.

Dokonajmy podziatu P, obszaru D na n dowolnych obszarow A
czgsciowych D, o polach AS, (k=1,2,..,n), ktore
catkowicie go wypelniajg 1 maja parami rozlgczne wngtrza (rys. 6).
Oznaczmy:

d, — $rednica obszaru D,, tj. dlugo$¢ najdluzszego odcinka o

koncach nalezacychdo D, ,

0, =maxd, — srednica podzialu P, . @)
1<k<n

Jezeli dla kazdego » mamy pewien podzial, to mowimy, ze Rys. 6. Podziat obszaru D
okreslony jest ciag podzialow {P } obszaru D oraz ciag $rednic

0,1

Jezeli lim §, =0, to ciag podzialow obszaru D nazywamy normalnym.

n—00

W kazdym obszarze D, obieramy dowolnie punkt 4, (x,,y,), obliczamy f(x,,y,), a nastgpnie
tworzymy tzw. sume catkowq:

Oy :Zf(xk VAS,
=1

Definicja 1.12. Jezeli dla kazdego ciggu normalnego podziatow obszaru D kazdy ciagg sum
calkowych {o0,} dazy do tej samej granicy skonczonej i granica ta nie zalezy od wyboru punktow
A, (k=1,2,..,n), to granic¢ t¢ nazywamy catkq podwdjng funkcji f(x,y) w obszarze D 1

oznaczamy symbolem
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Mozemy zatem zapisac:
[ fexeaas=lim > 1 p0As,
D " k=1
O funkcji f(x,y) moéwimy wowczas, ze jest catkowalna w rozwazanym obszarze.

Interpretacja geometryczna oraz wlasnosci calki podwdjnej
Jezeli funkcja f(x,y) jest nieujemna i ciagla w obszarze D, to catka podwojna w tym obszarze

przedstawia objetosé |V| obszaru przestrzennego V' ograniczonego:

1) od dotu obszarem D,
2) od gory powierzchnig o rownaniu z = f(x,y),

3) z boku powierzchnig walcowa, ktorej kierownica jest brzeg obszaru D, a tworzace sg rownolegle
do osi Oz.

z 4

e

Rys. 7. Interpretacja geometryczna catki podwojnej
Zatem dla funkcji f(x,y) >0 w obszarze D mozemy zapisac:
|V| = fff(x,y)dxdy .
Jezeli natomiast funkcja f(x,y) jest niedodatnlza (f(x,y)<0)w obszarze D, to:

|V|:—fff(x,y)dxdy.

Podamy teraz wybrane wlasnosci catki podwojne;j.

Twierdzenie. Jezeli funkcje f(x,y), g(x,y) sacalkowalne w obszarze domknictym D, to:
1° ffAf(x,y)dxdy = Afff(x,y)dxdy, A — stata,
D D

2 [[1ren+gGewldsdy= [ foey)dvdy+ [ g, pdxdy,

3 [[lrGon—gtedsdy = [[ £, ydedy— [ g, y)dxdy.

Twierdzenie (0 addytywnosci calki podwo6jnej wzgledem obszaru calkowania). Jezeli funkcja
f(x,y) jest catkowalna w obszarze domknietym D, gdzie D jest suma dwoch obszaréw

domknietych D, i D, (D= D, UD,) o roziacznych wnetrzach, to:
[[ ree.pasay= [[ roeyyaxdy+ [[ fix,yydvay .
D2
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